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  روابط بازگشتی:فصل پنجم 

  :یک دنباله را به روش هاي متنوع می توان تعریف کرد

  ).ابهام انگیز است( نوشتن چندین جمله اول به امید رسیدن به یک الگو یا فرمول عمومی -1

  .امn ارائه یک فرمول صریح براي جمله -2

  .بازگشتی استفاده از مفاهیم -3

ام را به چند جمله قبلی مـرتبط  n ي بازگشتی نیاز دارد که جمله بطه روش سوم اولا به یک معادله به نام را     -
  )دنباله فیبوناتچی.(گوییم شرایط مرزي میخواهد که به آنها  ي اول را می و ثانیا مقادیر چند جمله. کند می

شـرایط مـرزي مثابـه پایـه     . گشتی معادل به کـار بـردن اسـتقراي ریاضـی اسـت      تعریف دنباله به صورت باز -
  .استقرا و رابطه بازگشتی مثابه مرحله استقراست

سـازد کــه    جملـه پیــشین مـرتبط مــی  kام را بــه n یـک رابطــه بازگـشتی فرمــولی اسـت کــه جملـه     :تعریـف 
1≥kوkn 011شــرایط مــرزي ارائــه مقــادیر بــراي . ≤ ,,..., aaak− اســت.kي بازگــشتی  ي رابطــه  مرتبــه

  .باشد می

  .کند  یک رابطه بازگشتی با شرایط مرزي متفاوت دنباله هاي متعدد تولید می-

 کردن راهی براي شکـستن مـسئله مزبـور بـه زیـر مـسائلی           حل یک مسئله بصورت بازگشتی به معناي پیدا        *
این روند تکرار می شود تا آخرین زیـر مـسئله    . است که صورت ظاهري آن ها مشابه به مسئله اولیه است          

این . گام بعدي تلفیق و ترکیب جواب هاي حاصل و به دست آوردن جواب کلی است. به سادگی حل شود  
ایـن سـنت مـشابه فـرض     . ل شده اند به تفکـر بازگـشتی معـروف اسـت    فرض که زیر مسائل کوچکتر قبلا ح  

  .استقرا در اثبات قضایاست

 حلقـه  64 بنابه افسانه ها یک معبد هندي داراي سه ستون الماس است که خداونـد  ←برج هانوي   : مثال
ا را بـه سـتون   راهبه ها باید این حلقـه ه ـ . طلا به ترتیب نزولی قطرشان از پایین به بالا روي آنها قرار داده 
اگر با اتمـام کـار، عمـر جهـان پایـان یابـد       . آخر منتقل کنند و هرگز نباید یک حلقه بزرگتر روي کوچکتر قرار گیرد       

  عمر جهان چقدر است؟
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A                     B                    C  

  

ایم،  حلقه به ستون دوم پیدا کردهn−1راه حل بازگشتی اینچنین است که فرض می کنیم راهی براي انتقال       
، naحال اگـر  . حلقه را به ستون سوم رساندد−1ي آخر را به ستون سوم اضافه کرد و سپس           حال باید حلقه  

1≥n  هاي لازم براي جابجایی     حداقل انتقالn      بینـیم بـراي     حلقه از یک سـتون بـه سـتون دیگـر باشـد مـی
ل و بـراي  بـه یـک انتقـا    C ام بـه n انتقال و براي انتقال حلقـه     B،1−na به   A حلقه از    n−1انتقال  
11انتقـال نیــاز اســت پـس    C ،1−naبــه B حلقــه از n−1انتقـال   1 −− ++= nnn aaa و شــرط مــرزي 

11 =aپس رابطه بازگشتی . است




=
≥+= −

1
212

1

1

a
naa nn است   

  

 این رابطه منصوب به لئوناردو پیـزا ریاضـیدان قـرون وسـطایی اسـت و بـر ایـن          ←دنباله فیبوناتچی   : مثال
هر جفت خرگوش در ماه اول تولد صـاحب بچـه       . در ابتداي سال یک جفت خرگوش داریم      : اساس است که  

تعـداد  . رود آورند و هیچ خرگوشـی از بـین نمـی    شوند ولی در ماه هاي دیگر یک جفت خرگوش به دنیا می    نمی
  ها در انتهاي سال؟ خرگوش

 هـاي مـاه   اسـت زیـرا خرگـوش   n−2هـاي مـاه    ام برابر تعداد خرگوشnهاي متولد شده ماه    تعداد خرگوش 
1−n     0هنوز تولید مثل نکرده انـد پـس اگـرF  مـاه  هـاي  تعـداد خرگـوش n ،21 ام باشـد −− += nnn FFF و 
10 =F11و =Fاست .  

  

   چند عضو دارد؟11 رقمی فاقد الگوي nمجموعه اعداد دودویی : مثال
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00 می دانیم =S 21 و =S  و می دانیم که براي ساختن اعدادn 1 رقمی باید به اعداد−n یا 0 رقمی 
 رقمی عدد داریـم ولـی در   n−1 مشکلی ایجاد نمی کند، پس به همان تعداد       0اضافه کردن   .  اضافه کنیم  1 

21 ایجاد نشود، بنابراین داریم 11وي  باید مواظب باشیم الگ1اضافه کردن  −− += nnn SSS  2و≥n.  

  

rnSي غیر تهی که با  زیرمجموعهr عضوي به nتعداد افرازهاي ممکن یک مجموعه : مثال دهیم   نشان می,
rnSاد اعد. را حساب کنید   . به اعداد استرلینگ نوع دوم معروف هستند,

}{می توان به دو گروه شـامل      این مجموعه را     nx  و فاقـد }{ nx  تعـداد افرازهـاي   .  تقـسیم کـردrnS کـه   ,
}{شامل   nx 1,1اد  باشند که با تعد −− rnS   برابر است اما تعداد گـروه دوم برابـر rnrS   :بنـابراین . باشـد   مـی −1,

                                                          




≥==

≤≤+= −−−

11,1
1

,1,
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nSS
nrrSSS

nnn

rnrnrn   

خـواهیم بـه    ص عمومی دنباله را مییس بزرگتر نیاز داریم یا خوادگاهی از اوقات، بویژه وقتی به جملات با ان        
  .فرمول صریح نیاز داریم که آن را جواب رابطه بازگشتی گوییم

  :جایگزاري با تکرارحل روابط بازگشتی با استفاده از 
  .این روش براي حل روابط بازگشتی مرتبه اول بسیار مناسب است

  

an:  :مثال = an- 1 + f HnLn ³ 1
a0 = 1

™ an = a0 +â
k=1

n

f HkL
a1 = a0 + f H1L, a2 = a0 + f H1L+ f H2L...  

 :an = can- 1 + f HnLn ³ 1
a0 const

™ an = cn a0 +âcn- k

k=1

n

 f HkL
a1 = ca0 + f H1L, a2 = c2a0 + cf H1L+ f H2L...  

an:  :مثال = 2 an- 1 + 1 n ³ 1
a0 = 0

™ c = 2, f HnL= 1

™ an =â
k=1

n

2n- k = 2n- 1 + ... + 20 =
2n - 1
2 - 1

= 2n - 1
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an:  .هاي لازم را محاسبه کنید عداد مقایسهت. مرتب سازي حبابی را در نظر بگیرید:مثال = an- 1 +Hn - 1Ln ³ 1
a0 = 0

™ c = 0 , f HnL= n - 1

™ an =â
k=1

n Hk - 1L= n Hn - 1L
2  

  

nk       شکلی است که از ترسیم یکn   تعداد یالهـاي آن از  ) گراف کامل( ضلعی با تمام اقطارش حاصل شده

ي  رابطه




=
≥−+= −

0
1)1(

0

1

a
nnaa nnآید  بدست می.  

  

 
در ایـن روش ابتـدا آرایـه را بـه دو قـسمت تقـسیم       : ادغـامی هاي لازم براي مرتـب سـازي    تعداد مقایسه 

کنیم، سپس مرتب سـازي در   هاي دیگر تقسیم می  هاي متوالی به قسمت     کنیم و هر قسمت را با تقسیم        می
an:  .شوند پذیرد و با هم ادغام می راه بازگشت صورت می = 2 an

2
+ n- 1 n ³ 2 , n = 2m

a1 = 0            

2 an
2

= 2B2 a n
4

+
n
2

- 1F= 22 a n
4

+ n- 2  
22 a n

4
= 22B2 a n

8
+

n
4

- 1F= 23 an
8

+ n- 22

 

™  

an - 2 an
2

= n - 20

2 a n
2

- 22 an
4

= n - 21

2m- 1 a n
2m- 1

- 2m a n
2m

= n- 2m- 1

y
{™+

 
 رابطه بازگشتی حالت خاصی از روابـط تقـسیم     -

این روابط براي تجزیـه و تحلیـل        . تو حل اس  
ــوریتم ــی    الگ ــار م ــه ک ــشتی ب ــاي بازگ ــد ه ــه  . رون ــک رابط ــومی ی ــول عم ــورت     فرم ــه ص ــل ب ــسیم و ح ي تق

)(nfcaa dnn   .است n تابعی از nf)( ثابت و  d و cاست که =+

  

an =Hn- 20L+Hn - 21L+ ... +Hn- 2m- 1L
= mn -H20 + 21 + ... + 2m- 1L= mn - H2m - 1L

= mn - n + 1 ®
m=log2

n

an = nlog2
n - n+ 1
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r2 + r - 6 = 0 ™ Hr + 3L Hr - 2L= 0 ™ r1 = 2 , r2 = - 3

  :حل روابط بازگشتی با استفاده ازمعادله مشخصه
  

∋+اگــر : تعریــف zk 0,...,()0,()0( و( 1 ≠≠≠ −− nnkn ccc اعــداد حقیقــی و na  یــک دنبالــه باشــد آنگــاه
knnfacacac knknnnnn ≥=+++ −−−− اگـــر . اســـتkي   یــک رابطـــه بازگـــشتی از مرتبــه  11...)(,
0≥∀n ،0)( =nfو در غیر این صورت ناهمگن گوییم) متجانس(رابطه بازگشتی را همگن .  

2,02211: روابط بازگشتی همگن مرتبه دو ≥=++ −−−− nacacac nnnnnn  
n

n crc 021شود پس داریم      در نظر گرفته می   =
2 =++ −− nnn crcrc   0 و, ≠cr . معادلـه  به این معادلـه ،

21که اگر . گوییم مشخصه می , rr هاي آن باشند سه حالت داریم ریشه:  
1( Rrr ∈≠ 21  
2 (rrr == 21 

3 (21 rr   .و هردو مختلط هستند≠

nnدر حالت اول جواب عمومی به صورت   ) 1
n rcrca 2211 هاي دلخواهی هـستند کـه     ثابت2c و 1c که =+

an:  .شوند  با دانستن شرایط مرزي مشخص می + an- 1 - 6 an- 2 = 0 n ³ 2

a0 = 1 , a1 = 2  
  :معادله مشخصه

™ an = c1 H2Ln + c2 H- 3Ln ™:a0 = c1 20 + c2 H- 3L0 = c1 + c2 = 1

a1 = c1 21 + c2 H- 3L1 = 2 c1 - 3 c2 = 2
™  

c1 = 1

c2 = 0
™ an = 2n

 
  

  

  

 تعـداد ایـن    naاگـر  . گیریم را در نظر می/ و * ،+ و 9 تا 0عبارت محاسباتی مجاز بدون پرانتز شامل : مثال
101محاسبات مجاز باشد بدیهی اسـت        =a  1002و =a 3,2910  و 21 ≥+= −− naaa nnn     چـرا کـه در 

 29تـوان یکـی از    هـا مـی    علامتـی n−2توان اضـافه کـرد امـا بـه       علامتی فقط یک عدد می    n−1عبارات  
/9,...,/1*,9*,...,9,0...,0مت علا an:  . را اضافه کرد++ = 10 an- 1 + 29 an- 2 n ³ 3

a1 = 10 , a2 = 100  
™ r2 - 10 r - 29 = 0 ™ r1, r2 = 5 ± 3 "6

™ an =
5

6ڈ 3
BJ5 + 3 "6Nn -J5 - 3 "6NnF
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nnاند باز جواب عمومی بـه صـورت          در حالتی که ریشه ها موهومی     ) 2
n rcrca 2211  2c و 1cاسـت کـه   =+

+Hcosq  .ل نیز حقیقی استدر عین حال وقتی ضرایب رابطه بازگشتی حقیقی است، جواب عمومی حاص. اند موهومی isinqLn = cosnq+ isinnq n ³ 0  

z = x + iy ™ z = r Hcosq+ isinqL, r x2ڈ= + y2 , tanq=
y
x

™ zn = rn Hcos nq+ isin nqLn ³ 0  
21ي مشخـصه داراي ریـشه مـضاعف       در حالتی کـه معادلـه     ) 3 rrr   عمـومی بـه صـورت    اسـت، جـواب   ==
n

n rncca )( 21 +=.  

...0در حالت عمومی، اگر      1 =++ −− kknnn acac 0 و≠nc   ، 1,..., −− nkn cc   اعداد حقیقی و r    یـک ریـشه 
m،kmzتکراري با مرتبه    است عبارت r ي  آن قسمت از جواب عمومی که مربوط به ریشه     . باشد ≥≥

nmاست از 
m rnAnAA )...( 1

110
−

011 که +++− ,,..., AAAm−هاي دلخواهی هستند  ثابت.  

  

an+3:  :مثال = 3 an+2 - 4 an , n ³ 0

a0 = 3 , a1 = 4 , a2 = 22
™ r3 - 3 r2 + 4 = 0 ™ r1 = r2 = 2 , r3 = - 1

™ an =HA0 + A1 nL 2n + c H- 1Ln  
  :از جایگزاري شرایط مرزي داریم

A0 = 1 , A1 = 2 , c = 2 ™ an =H1 + 2 nL 2n + 2 H- 1Ln  
  :روابط بازگشتی ناهمگن خطی با ضرایب ثابت

ــه  ــاهمگن از مرتبـــــــــ ــشتی نـــــــــ ــه بازگـــــــــ ــرایب ثابـــــــــــت  k رابطـــــــــ ــا ضـــــــــ  و بـــــــــ
knnfacacac knknnnnn ≥=+++ −−−− 0,...,,0 که   11...)(, 1 ≠≠ −− nnkn ccc     اعداد ثابت حقیقـی 
  .ست یک تابع غیر صفر اnf)(و 

21)(,2← 2 رابطه بازگشتی ناهمگن از مرتبه       - ≥=++ −− nnfcabaa nnn   ،0≠c و)(nf  تابع 
  .غیر صفر

)()(جواب عمومی این رابطه به صورت        p
n

h
nn aaa h)( که   =+

na     ي بازگـشتی همگـن     جـواب عمـومی رابطـه
021 =++ −− nnn bacaa    است و )( p

na              یـک جـواب ویـژه کـه بـسته بـه )(nf هـاي زیـر بدسـت      از راه
  .آید می

1 ()(nf    هاي جدول باشد و جوابی براي رابطه بازگشتی همگن نباشد         بصورت یکی از حالت)( p
na  هم مثـل 

  .ستون دوم است



 ٨

2 ()(nf         حاصل جمعی از توابع ستون اول باشـد )( p
na       هـم حاصـل جمـع جمـلات متناظـد در سـتون دوم 

  .خواهد بود
1)( مثـل    nf)(وقتی یکی از جمعوندهاي تابع    ) 3 nf      ي بازگـشتی همگـن باشـد یعنـی          جـوابی بـراي رابطـه
ncrnf nrnccnf یا   1)(= )()( 211 در چنـین حـالتی جـواب    .  ریشه معادله مشخصه استr در آن     که =+

1)(ي منسوب به     ویژه nf    را بـه کـوچکترین تـوانی از n مثـل sn  1)(ونـدي از   کـه در آن هـیچ جمع nfns 
1)(در این حالت . کنیم نباشد ضرب می nfns قسمت متناظر از )( p

naاست .  
)( p

na  )(nf  
A         ثابت 
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  :توابع مولد
 تا و سومی 2 تا، دومی حداقل 4 نفر به ترتیبی که اولی حداقل 3 پرتقال را بین بین 12اگر بخواهیم : مثال

   تا داشته باشند تقسیم کنیم چند حالت داریم؟5 تا و حداکثر 2حداقل 
  .عداد حالات است برابر ت12xضریب 

f HxL=Ix4 ← تابع مولد + x5 + x6 + x7 + x8M Ix2 + x3 + x4 + x5 + x6M Hx2 + x3 + x4 + x5L 
اي  هـاي قرمـز ، سـبز ، سـفید و سـیاه بـه گونـه        رنـگ هایی بـا     تعداد نامحدود توپ   توپ را از بین      24: مثال

  .تعداد زوج توپ سفید داشته باشیم توپ سیاه و به 6انتخاب کنیم که حداقل 
  . جواب مساله است24xضریب 
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