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  درخت ها: فصل هفتم 
),(اگر. درخت ها حالت خاصی از گراف ها هستند        EVG ،گرافی بی سو و بی حلقه باشد G  را درخت گـوییم
از مؤلفـه هـاي آن یـک درخـت      همبند نباشد اما هر کدام iGاگر. اگر همبند بوده و داراي هیچ دوري نباشد 

  .نمایش داده می شود Tیک درخت باشد با Gاگر. باشد آن را جنگل می گوییم
  

   وجـود دارد کـه  Vل یـک راس در  باشـد آنگـاه حـداق   V<1دو راس از یک درخت بـا      bو   aاگر   : قضیه
  .درجه ي آن مساوي یک است

),(اگر : قضیه EVT1 یک درخت باشد در این صورت داریم−= VE   
),(اگر : لم EVT 2 یک درخت با>V درجه یک دارد باشد آنگاه دست کم دو راس از.  

  : اثبات   
22)1(22)deg(

1
−=−==→= ∑

=

nnEvnV
n

i
iفرض     

nivi ,...,2,2)deg(    داریم1 تنها یک راس از درجه →≤=
)deg(1)deg(1212221تناقض

11
−≥−→−=−+≥+=→ ∑∑

==

nnvv
n

i
i

n

i
i  

  .را با هم جمع کنیم در گراف حاصل یک دور ایجاد می شود Tاگر دو راس غیر مجاور درخت: قضیه 
),(گراف : قضیه EVG 1 یک دخت است اگر و تنها اگر داراي دوري نباشد و−= VE   

  Gحال می خواهیم نشان دهیم اگر گـراف . نیمی از قضیه که توسط استقرا ثابت می شود: اثبات    
=−1داراي دور نبوده و    VE آنگاه Gهمبند است .  

),( مولفه هاي همبند باشند وGGk,...,1اگر   iii EVG هرکدام از مولفه ها یک درخت است زیرا 
  . است پس فقط یک مولفه ي همبند داریمk=1همبند است و دور ندارد و از آنجا که
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),(ر مورد گراف بی سو و بی حلقه يعبارات زیر د : یهقض EVG هم ارزند :  
  . یک درخت استG) الف
=−1 همبند است و G) ب VE.  
=−1 شامل هیچ دوري نیست و G) ج VE.  
  . همبند است ولی حذف هر یال آن را به دو درخت تقسیم می کندG) د
 شامل هیچ دوري نیست ولی اگر دو راس غیر مجاور آن را به هم وصل کنـیم دقیقـا یـک                 G) ه

  .دور خواهد داشت
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  : درخت ریشه دار 
),(گراف سودار  • EVG           یک درخت سودار است هرگاه بدون در نظر گرفتن جهت یـال هـا درخـت 

 .باشد
),(درخت سودار  • EVT        را ریشه دار گوییم هرگاه راس منحصر به فرد r      موجـود باشـد بـه طـوري کـه 

0)(deg =− v 1 و براي هر راس)(deg =− v. 
deg)(0 که   vرخت ریشه دار راسی مانند      در یک د   • =+ v  گره خـارجی ( یا راس خارجی برگ است (

 .یا شاخه نامیده می شوند) گره داخلی(نامیده می شود و باقی رئوس راس داخلی 
 . واقع شده استx تراز  باشد می گوییم آن راس درx اگر طول مسیر از ریشه به راسی •
),(براي یال • sn که جهت از nبه s است nو پدر  s نامیده می شوند فرزند. 
 .a نواده ي را b گوییم و bنیاي را  a مسیري موجود باشدbبه  aهرگاه از  •
 . نامیده می شوندخواهر یا  برادررئوسی که پدر مشترك داشته باشند •
 مساوي زیر گراف القا شـده  1vه ریشه ياس از درخت باشد آنگاه زیر درخت ب       ر یک   1vاگر راس  •

 . و همه ي نواده هاي آن در صورت وجود است1vبه وسیله ي
  :درخت ریشه دار مرتب شده  •

  .ریشه را با صفر برچسب می زنیم) 1
  .برچسب می زنیم...  و 3و  2 و 1رئوس تراز یک را از چپ به راست با ) 2
به فرزندانش   برچسب بخوردa راس داخلی با تراز بزرگتر مساوي یک باشد و با v اگر) 3

...,.2,.1برچسب  aaزده می شود . 
naaa معـروف اسـت و هـر راس کـه بـه صـورت             نـشانی عمـومی   این روش به سیستم      • ,..,, 21 

 . استnبرچسب خورده باشد در تراز 
ــر  • ــشانی v وuاگـ ــا نـ maab دو راس بـ naac و =1,..., ــوییم =1,..., ــد گـ cb باشـ ــر >    اگـ

nm) الف nm)                                 ب> aa < 
 درجـه ي  v گوییم هرگـاه بـه ازاي هـر راس      دوییدویک درخت ریشه دار را یک درخت ریشه دار           •

 .خروجی آن صفر، یک، یا دو باشد
rvدر کامپیوتر درخت هاي دودویی که به ازاي هر         • ,0)(deg deg)(2 یا += =+ v  است بـراي 

 .نمایش عملیات دودویی استفاده می شوند
پیشوندي به افتخار ابداع کننده ي آن نماد لهستانی گفتـه مـی شـود و مزیـت آن                 (prefin)نماد   •

از اگر درخت را از بالا بـه پـایین و   . این است که علارغم به کار نرفتن پرانتز هیچگونه ابهامی ندارد        



 ۴

ba(infin)نمـاد میانونـد    چپ به راست بخوانیم این نمـاد بـه دسـت مـی آیـد و            ο   بـه صـورت 
abοخواهد بود . 

 چند روش سیستماتیک براي مرتب سازي درخت داریـم    . ترتیب در درخت ها اهمیت زیادي دارد       •
ــه  ــیش ترتیـــب  : از جملـ ــازي پـ ــب سـ ــب  و  (preorder)مرتـ ــس ترتیـ ــازي پـ ــب سـ مرتـ

(postorder)   ــوند   : کـــــــه بـــــــه صـــــــورت بازگـــــــشتی زیـــــــر تعریـــــــف مـــــــی شـــــ
 باشد و فقط همین ریشه را داشته باشد خود ریشه پیمایش پیش ترتیب r درختی با ریشه ي  Tاگر

از چـپ   T زیر درخت هـاي TTk,...,1ا فرض  بV<1و پس ترتیب را تشکیل می دهد و اگر         
 :به راست داریم 

 را به صورت پـیش  1T سپس رئوس rپیمایش پیش ترتیب، نخست ریشه ) الف  
  . را به همین ترتیب ملاقات می کندkT الی 2Tترتیب آنگاه 

 را به ترتیب به صـورت پـس   TTk,...,1پیمایش پس ترتیب، نخست رئوس  ) ب  
  .ترتیب و سپس ریشه را ملاقات می کند

  :اگر درخت ریشه دار دودویی باشد پیمایش میان ترتیب هم به صورت بازگشتی تعریف می شود 
LR و V<1 ریـشه بـه تنهـایی یـک پیمـایش میـان ترتیـب خواهـد بـود و اگـر                  V=1اگر   TT , 

 به صورت میـان ترتیـب سـپس ریـشه و سـپس      LTزیردرخت هاي چپ و راست باشند، نخست       
RTبه صورت میان ترتیب پیمایش می شود .  

  زیر درخت چپ یا راست می تواند تهی باشد) 1 : هنکت
deg)(1اگر ) 2       =+ v و wفرزند باشد باید بین فرزند چپ و راست تمایز قائل شد .  

  
  :درخت هاي پوشا 

),( از گرافHزیر گراف  EVG براي را یک درخت پوشاG میگوییم هرگاه   
   . یک درخت باشدH )الف
  . را شامل شودVهمه ي رئوس) ب
  .درخت پوشایی که سودار باشد درخت پوشاي سودار نامیده می شود : نکته
  
 حـذف کـرد   Gال هایی که باید بـراي بدسـت آوردن درخـت پوشـا از            همبند باشد تعداد ی    Gاگر گراف    *

−+1برابــر   VE ایـــن عــدد را رتبـــه ي مــداري   .  اســتG یــال هـــایی کــه حـــذف  ( . مــی گـــوییم  
  )می شوند از هر دور گراف انتخاب می شوند
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),(گراف بی سوي  :  قضیه EVG  ایـن الگـوریتم کـارا    . ( همبند است اگر و تنها اگر شامل درخت پوشا باشـد
  )نیست چون زمان پیدا کردن دورها بسیار زیاد است

 
دو الگوریتم کارا براي پیدا کردن یک درخت پوشا براي یک گراف همبند الگوریتم هاي جستجو نخست در سطح      

(BFS) ــق ــندمـــــــــــــــی ب (DFS) و جـــــــــــــــستجو نخـــــــــــــــست در عمـــــــــــــ   .اشـــــــــــــ
 ابتدا رئـوس  DFS رئوس واقع در یک تراز پیش از رفتن به تراز بعدي ملاقات می شوند و در   BFSدر  

  .با ترازهاي بیشتر پردازش می شوند
  

   :DFSالگوریتم 
),(گراف بی سو و همبند : ورودي EVG 12 که رئوس آن به ترتیب ,,..., vvvnاولویت بندي شده اند .  
)1,1(درخت پوشاي ریشه دار و سودار  : خروجی EVT =.   

1(  111 ,}{1. vvvVv   φ=1E.  ملاقات شد1v.  خواهد بودTریشه ي درخت←←
2(  nI Evv کوچکترین اندیسی است که    2≥≥ i            .  قبلا ملاقات نشده است    ivو راس    },{∋

  :در غیر این صورت .  برو3اگر این اندیس وجود نداشت به مرحله ي 
,11,11},{) الف   iii vvEEvVVv   .  ملاقات شد=∪=∪
ivv) ب   ←   
  .2برو به مرحله ي ) ج  

1VVاگر ) 3   . است و الگوریتم خاتمه می یابدG درخت پوشاي ریشه دار و سودار براي=
1VVاگر ) 4 uv باشدV در درختvپدر  u ، اگر ≠   .2 و برو به مرحله ←

  
   : BFSالگوریتم 

),(گراف بی سوي همبند : ديورو EVG 1 که رئوس آن به ترتیب,...,vvnاولویت بندي شده اند .  
)1,1(درخت پوشاي ریشه دار و سودار  : خروجی EVT =.  

1( v 11.  را درج 1,1, vVEv == φات شد ملاق.  
 است و الگوریتم خاتمه مـی  Gدرخت پوشاي ریشه دار و سودار براي Tاگر صف خالی است  )2

ivni راس v را از سر صف بردار، بـراي راس  vیابد، در غیر این صورت راس        ,2 ≤≤ 
Evv ملاقات نشده است و ivاگر . را بررسی کن i  : در این صورت},{∋

11}{,11},{) الف  ii vvEEvVV ∪=∪=  
  . درج می شودQملاقات شده و در آخر صفivراس ) ب
  .2برو به مرحله ) ج
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  : درخت هاي پوشاي مینیمم 

∑در گراف هاي وزن دار درخت پوشاي مینیمم درخت پوشایی است که 
=

m

i
iC

1
  . در آن مینیمم است

  .براي یافتن این درخت ها دو الگوریتم کراسکال و پریم موجود است
   : الگوریتم کراسکال

ــر : يورود ــو و وزن دار اگ ــی س ــد ب ),(ف همبن EVGــراي ه ــ ــه در آن ب ECر  ک ــی  ∋ ــدد حقیق ــک ع  ی
0)( >eCمنسوب شده است .   

  . با هزینه ي مینیممTدرخت پوشاي : خروجی
  1 (1=i     فرض ECi   . مینیممeC)( با Gاز )غیر از حلقه( یالی ∋
21براي )  2   −≤≤ ni 1 اگر یال هاي,...,eei1د از میان بقیه یال ها قبلا انتخاب شده ان+ie  

  :     را به گونه اي انتخاب می کنیم که 
)1() الف    +iC مینیمم باشد   
  .یل شده تشکیل هیچ دوري ندهدزیر گراف تشک) ب  

3 (1+← ii 1 ، اگر−= ni زیرگراف حاصل همبند ، داراي n 1 راس و−n یال بوده و  
  .     درخت پوشاي مینیمم است پس الگوریتم خاتمه می یابد

>−1     اگر  ni 2 برو به.  
),,(فرض کنید   : قـضیه  CEVG      یک گـراف همبنـد بـی سـو اسـت اگـر T      درخـت تولیـد شـده بـا الگـوریتم

  . یک درخت پوشاي مینیمم استTکراسکال باشد
   : الگوریتم پریم

),( گراف همبند بی سو و وزن دار      :ورودي EVG که در آن براي هر Ee )(0 یک عدد حقیقی ∋ >eC 
  .منسوب شده است

  . با هزینه مینیممT درخت پوشاي :خروجی
  1 (1,}{ ←← ivP i که VvvVwT ∈−←= 11 ,}{,φ.  
11براي  )2   −≤≤ ni فرض ، },...,{ 1 ivvP = ، },...,{, 11 −=−= ieeTPVNبه ،   

    T یال داراي کمترین هزینه را که راسی مثلPx∈ را به راسی مثلا )( 1−= ivyاز ،  N  
}{,}{    وصل می کند ، اضافه می کنیم،  yPPyNN ∪←−←  

3 (1+← ii اگر ، ni 11 زیر گراف تعریف شده به وسیله ي یال ها = ,...,een−همبند داراي   
n 1 راس و−n یال است و درخت پوشاي مینیمم برايGاگر .  استni    الگوریتم از>

  . تکرار می شود2مرحله 
  

  پایان فصل هفتم


